Como Poupar Testes de Rastreio:
A Testagem em Grupos como Introducao ao Método Probabilistico
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1 Introducao

Todos nés tivemos, recentemente, contato préximo com testes de rastreio. Num contexto onde é
necessario testar uma grande populagdo num curto espago de tempo e com recursos limitados, é
fundamental correr o menor niimero possivel de testes, e organizar o processo de testagem de forma
altamente paralelizada. Este problema nao é novo — foi estudado pela primeira vez hd mais de 80
anos por Dorfman [Dor43], que pretendia optimizar o processo de testagem de soldados infetados
com sifilis durante a Segunda Guerra Mundial.

Dorfman propos o conceito de pooling: amostras recolhidas de varios soldados seriam misturadas
e testadas em conjunto. Um teste positivo levaria, portanto, a conclusao de que pelo menos um dos
soldados nesse grupo foi infetado (mas nao quantos, nem quais dos soldados). O objetivo seria usar
o conceito de pooling para desenhar esquemas de testagem que, para uma populacao de n soldados,
necessitassem de muito menos que n testes.

No caso mais extremo, esquemas de testagem “em grupo” prosseguem em sequéncia. Isto é, o
resultado dos primeiros i testes informa o conjunto de soldados a seleccionar para o (i + 1)-ésimo
teste. Por exemplo, se sabemos que um teste que inclui dez soldados devolveu “negativo”, entao
podemos remové-los da nossa populacao para os testes seguintes, pois sabemos que nenhum destes
soldados estd infetado. Apesar de poder levar a uma grande poupanca no nimero de testes ne-
cessarios para identificar os individuos infetados, estes esquemas em série requerem muito tempo e
mao-de-obra, pois cada teste apenas pode ser determinado e efetuado quando os anteriores termi-
nam. Consequentemente, existe um grande foco em desenhar esquemas de testagem em grupo que
requerem um pequeno numero de fases paralelas. O caso ideal corresponde a apenas uma fase de
testagem, sendo portanto todos os testes definidos a priori e efetuados em paralelo. Chamamos a
esquemas de testagem em grupo com esta propriedade esquemas de testagem paralela.

Neste artigo fazemos uma breve exploracao da matemdtica por detras dos esquemas de testagem
paralela. E importante realgar que o modelo matematico considerado para estes testes, que her-
damos de Dorfman, é simplificado e nao se ajusta directamente a realidade do rastreio de doencas
infecciosas. Por exemplo, este modelo ignora, por um lado, efeitos de diluicdo de amostras, e,
por outro, ignora informacgao extra que pode ser revelada pelos testes. Também nao consideramos
questoes de sensibilidade nem especificidade (conceitos relacionados com a probabilidade de falsos
negativos e falsos positivos) dos testes. Nao obstante, ao longo das tultimas décadas o estudo de
esquemas de testagem paralela estabeleceu-se como uma area madura com fortes ligacGes a combi-
natoria, algebra, e teoria da probabilidade. Notavelmente, estes esquemas tém encontrado inimeras
aplicagoes a toOpicos ortogonais & sua motivagao original, como a transmissao de informagao através
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de canais com ruido, aprendizagem automaética, compressao de dados, e sequenciacdo de ADN
(incluindo o Human Genome Project [HG]).

A nossa exploracao de esquemas de testagem paralela servird como uma boa introducao ao
método probabilistico. Esfor¢dmo-nos por tornar a discussao acessivel, necessitando o leitor ape-
nas de conhecimentos bésicos de combinatéria e probabilidade discreta. Para nao obscurecer as
ideias mais interessantes com tecnicalidades, optamos por nao optimizar certos argumentos. Dis-
cussoes muito mais extensas e optimizadas destes topicos podem ser encontradas nos livros de Du
e Hwang [DHO00, HD06] e na monografia de Aldridge, Johnson, e Scarlett [AJS19]. No que diz
respeito a aplicagdes, [AJS19, Seccao 1.7] apresenta uma discussao extensa e variada.

2 Representacoes de esquemas de testagem paralela

Comegamos por apresentar uma forma simples e 1til de representar esquemas de testagem paralela.
Dada uma populagao de n individuos, vemos cada teste como um vetor binario v € {0,1}" onde
v; = 1 se e s6 se o item ¢ participa no teste em causa. Por exemplo, se temos uma populacao de oito
individuos e um dos testes é aplicado a uma mistura de amostras dos individuos 1, 2, e 5, entao
esse teste é representado pelo vetor (1,1,0,0,1,0,0,0). Consequentemente, podemos representar
um esquema de testagem paralela para uma populacao de n individuos com t testes como uma
matriz bindria M de dimensao t X n em que cada linha representa um teste.
Dado um vetor binario u, definimos o seu suporte, denotado por supp(u), como

supp(u) = {i | u; = 1}.

Por exemplo, se u = (1,1,0,0,1,0,0,0) como acima, entao supp(u) = {1,2,5}, o que corresponde
as coordenadas com valor 1.

Dizemos que um vetor binario u é coberto por outro vetor v com o mesmo comprimento
se supp(u) C supp(v). Por exemplo, o vetor u = (1,1,0,0,1,0,0,0) é coberto pelo vetor v =
(1,1,1,0,1,0,1,0), pois para todas as coordenadas i tal que w; = 1 também temos v; = 1. Por
outro lado, u nao é coberto pelo vetor w = (1,0,1,1,1,1,1,1), pois ug =1 e wy = 0.

Podemos representar os individuos infetados numa populacao de n individuos como um vetor
x € {0,1}"™ em que x; = 1 significa que o i-ésimo individuo estd infetado. Portanto, o conjunto de
individuos infetados corresponde a supp(x). A aplicacdo do esquema de testagem paralela definido
por M € {0,1}'*™ & populagao representada por x produz o vetor de resultados y € {0, 1} tal que

supp(y) = ) supp(M;),
Jj€supp(x)

onde M.; denota a j-ésima coluna de M. Dizemos que M ¢é um esquema de testagem paralela para
n individuos e até d infetados se para qualquer populagao = € {0,1}" com |supp(z)| < d (i.e., a
populacdo = tem no méximo d infetados) conseguimos determinar supp(z) dado apenas a descri¢ao
M do esquema de testagem paralela e o vetor de resultados y. O esquema de testagem paralela
mais bésico corresponde ao caso em que M é a matriz identidade de dimensoes n X n.

Para facilitar a compreensao, apresentamos um exemplo de calculo do vetor de resultados y a
partir de uma matriz M e de um vetor de infetados x. Sejam
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ex = (1,1,0,1,0,0). Isto corresponde ao caso em que o primeiro, segundo, e quarto individuos
numa populagao estao infetados. Primeiro, verificamos que supp(z) = {1,2,4}. Assim, sabemos
que y € {0,1}* é tal que supp(y) = supp(M.1) Usupp(M.2) Usupp(M.4). Como supp(M.1) = {1,4},
supp(M.o) = {2,4}, e supp(M.4) = {1, 2}, segue que

supp(y) = {1,4} U{2,4} U{1,2} = {1,2,4},

e portanto y = (1,1,0,1). Por outras palavras, o primeiro, segundo, e quarto testes tiveram
resultado positivo.

2.1 O problema da moeda defeituosa

Iniciamos agora a nossa exploracao de esquemas de testagem paralela, focando-nos no caso especial
em que d = 1, isto é, em que pretendemos apenas identificar até 1 infetado. Este caso corresponde
ao seguinte conhecido enigma: temos um conjunto de n moedas com o mesmo peso, exceto no
maximo uma delas, e temos também acesso a uma balanga. De quantas pesagens necessitamos
para identificar a moeda defeituosa, ou para provar que esta nao existe?

Trivialmente, n pesagens sao suficientes para identificar a moeda defeituosa. Veremos agora
como a representacao de esquemas de testagem paralela discutida acima nos permite facilmente
resolver este enigma e mostrar que o nimero de testes realmente necessarios é significativamente
menor.

Teorema 1. FExiste um esquema de testagem paralela para uwma populagdo de tamanho n e até 1
infetado com [logy(n+1)]| testes, onde [-] denota o menor inteiro maior ou igual que o argumento
(o teto).

Demonstracao. Comecamos por identificar as propriedades que tal esquema de testagem paralela
terd. Seja M € {0,1}*" uma qualquer matriz binaria, e seja z € {0,1}" o vetor de infetados com
|supp(x)] < 1. Recordamos que ao usarmos M como esquema de testagem paralela, obtemos o
vetor de resultados y tal que supp(y) = Ujcsupp(a) M-s-

Caso |supp(x)| = 0 (i.e., ndo existem infetados), entao y = (0,...,0). Por outro lado, quando
supp(z) = {j}, entao y = M.;. Concluimos que para obter o esquema de testagem paralela desejado
basta construir uma matriz M tal que todas as colunas sejam distintas e nenhuma contenha apenas
0s. Isto pode ser feito representando os inteiros de 1 até n como sequéncias bindrias de comprimento
[logy(n + 1)], e usando estas sequéncias como colunas de M. O

Por exemplo, para identificarmos até d = 1 infetado numa populacao de n = 7 individuos basta
usarmos t = 3 testes paralelos definidos pela matriz

1001101
M=]01 01 011
0010111

Se o vetor de infetados é z = (0,0,0,0,1,0,0), entdo o correspondente vetor de resultados y satisfaz
y = Mjs=(1,0,1). No geral, se supp(z) = {i}, entdo y = M.;. Como as colunas de M sao todas
distintas, conseguimos recuperar o individuo infetado i a partir de y. Quando = = (0,0,0,0,0,0,0)
(n&o hé infetados), o vetor de resultados associado é y = (0,0, 0), que também ¢é diferente de todas
as colunas de M. Conseguimos, entao, também discernir o caso em que nao existem individuos
infetados.

O Teorema 1 é optimal relativamente ao nimero de testes, o que pode ser demonstrado através
de um simples argumento de contagem. Qualquer esquema de testagem paralela para n individuos



que detecte até 1 infetado tem de desambiguar entre n + 1 eventos possiveis. Mais precisamente,
tem de especificar se nao existe nenhum infetado, ou, caso contrario, qual a posicao do infetado
entre os n individuos. Por outro lado, a aplicagdo de um esquema de testagem paralela com ¢
testes gera um vetor bindrio v € {0,1}¢, e, portanto, pode desambiguar entre no méximo 2! casos
possiveis. Concluimos, entao, que é necessario ter

2t >n 4 1.

Como t é inteiro, isto implica que ¢t > [log,(n+1)], que corresponde ao nimero de testes obtido no
Teorema 1. Notavelmente, este argumento aplica-se igualmente ao caso em que os testes nao sao
efetuados de forma paralela! Consequentemente, nao perdemos nada em considerar apenas testes
paralelos neste caso especial com no maximo d = 1 infetado.

3 Matrizes disjuntas

Na Seccao 2.1 vimos um esquema simples para detectar até 1 infetado entre n individuos usando
muito menos que n testes. Gostariamos, claro, de estender este resultado para o caso em que
pretendemos detectar até d > 1 infetados de forma eficiente. Tendo isto em conta, definimos
matrizes disjuntas, um conceito combinatorial simples e bastante 1til no desenho de esquemas de
testagem paralela com descodificagao eficiente e que requerem poucos testes.

Definicao 1 (Matriz disjunta). Uma matriz bindria M € {0,1}*" diz-se d-disjunta se para quais-
quer indices 1 < j1 < jo<---<ja<nej&{j,...,jar temos que

supp(M.;) € supp(M.;,) Usupp(M.j,) U - Usupp(M.;,).

Por palavras, uma matriz M ¢é d-disjunta se qualquer coluna de M nao é coberta pela uniao
(entrada-a-entrada) de quaisquer outras d colunas de M. Outra maneira equivalente de descrever
esta propriedade é que para quaisquer indices 1 < j1 < jo < - <jg<mej&{j,...,Ja} existe
um indice i tal que M;; = 1, mas M;;, = M;;, = --- = M;;, = 0. Por exemplo, a matriz

1 10
M=|1 01
011

é 1-disjunta pois nenhuma coluna é coberta por outra coluna, mas nao é 2-disjunta pois supp(M.;) =
{1,2} e supp(M.2) Usupp(M.3) = {1,3} U{2,3} = {1,2,3}, e portanto supp(M.1) C supp(M.2) U
supp(M.3). J4 a matriz identidade

1 00
I=(01 0
0 01

é 2-disjunta.
O seguinte teorema captura a utilidade das matrizes disjuntas.

}t><n

Teorema 2. Se uma matriz M € {0,1 € d-disjunta entao representa um esquema de testagem

paralela para n individuos e até d infetados.

Demonstragdo. Seja M € {0,1}*™ uma matriz d-disjunta, x € {0,1}" tal que |supp(x)| < d, e

y € {0,1}* o respetivo vetor de resultados. Recordamos que y é tal que supp(y) = UjESupp(x) M,;.



Provamos que o conjunto de individuos infetados, supp(x) corresponde exactamente aos indices
j€{1,...,n} tal que a coluna M.; é coberta por y.

Primeiro, notamos que se j é um individuo infetado, entao y claramente cobre M.;, pois
supp(M.;) C supp(y) pela defini¢do de y. Suponhamos agora que j nao esta infetado. Isto quer
dizer que j ¢ supp(z). Como |supp(z)| < d e M é d-disjunta, concluimos que

supp(M;) € () supp(M.j) = supp(y),
J'€supp(z)

e portanto M.; nao é coberta por y. ]

Uma propriedade importante implicita na demonstracao do Teorema 2 é que esquemas de tes-
tagem paralela provenientes de matrizes disjuntas tém um simples algoritmo associado de recons-
trucao do conjunto supp(x) de infetados — basta verificar quais as colunas de M que sao cobertas
pelo vetor de resultados y. No geral, nao se conhecem algoritmos de reconstrucao eficientes para
esquemas de testagem paralela para até d infetados cujas matrizes associadas nao sao d-disjuntas.
Para exemplificar o algoritmo de reconstrugao para matrizes disjuntas, considere-se a matriz

1001
1010
1100
M=19 10 of
0010
0 0 0 1]

que ¢é 2-disjunta. Pelo Teorema 2, concluimos que conseguimos identificar até 2 infetados com a
ajuda do esquema de testagem descrito por M (com um nimero sub-optimal de testes!). Suponha-
mos que recebemos o vetor de testes y = (1,1,1,0,1,0). Para recuperar o conjunto de infetados
supp(z), procuramos as colunas de M que sao cobertas por y. Como apenas M.; e M.3 sdo cobertas
por y, concluimos que os individuos 1 e 3 estao infetados.

Note-se que se M é um esquema de testagem paralela para n individuos e até d infetados, nao
¢é necessariamente verdade que M é também d-disjunta. Basta considerar a matriz M descrita na
Seccao 2.1, que nao é 1-disjunta mas permite identificar até d = 1 infetado. No entanto, estas
duas nocoes sao “quase” equivalentes — o leitor curioso poderd convencer-se de que tal matriz M é
sempre (d — 1)-disjunta.

4 Limites de esquemas de testagem paralela para mais infetados

Tendo em conta o Teorema 1, sabemos como detectar 1 infetado entre n individuos usando apenas
[logy(n + 1)] testes. Vimos também que este nimero de testes é optimal através de um simples
argumento de contagem. Considerando agora d > 1 infetados, quantos testes serao necessarios?
Claro, n testes serao sempre suficientes, mas esperamos usar muito menos testes. Podemos
facilmente generalizar o argumento de contagem para d infetados. Observemos que existem mais

de (2)-50)

eventos possiveis, correspondentes aos possiveis subconjuntos de individuos infetados. Isto implica
que necessitamos de

£> log, < J d) > dlogy(n/d) 1)

5



testes para desambiguar entre estes casos, onde usdmos a conhecida desigualdade ( 2 d) > (Z) >

(n/d)?, vélida para todo o 1 < d < n. Existem, no entanto, melhores minorantes para o nimero
de testes necesséarios. Por exemplo, Fiiredi [Fiir96] apresenta uma prova elegante de que

1
t 2 Zd2 logd n (2)

quando d < n® para qualquer o < 1/2 e n > ng para uma certa constante ng. Anteriormente,
sabfamos ja por D’yachkov e Rykov [DR82] que é possivel substituir a constante 1/4 por uma
expressao mais complicada que é aproximadamente igual a 1/2 quando d é pequeno. De facto,
até hoje este continua a ser o melhor minorante conhecido num extenso leque de parametros d e
n. A exemplo de comparacio, quando d = n'/* o minorante dado pela Equacio (1) é da ordem
nl/4 log, n, enquanto que o minorante da Equagao (2) é da ordem y/n, levando assim a uma grande
diferenca assimptdtica.

5 Esquemas de testagem paralela e o método probabilistico

Serd que o minorante dado pela Equagao (2) estd muito longe da verdade? Para respondermos a
esta questao, usaremos o método probabilistico. Esta estratégia elegante foi inicialmente usada por
Szele [Sze43] e Erdds [Erd47] em teoria de grafos e por Shannon [Sha48a, Sha48b] em teoria da
informagao. Para estabelecermos a existéncia de objetos (por exemplo, matrizes bindrias ¢ X n)
com uma dada propriedade desejada (por exemplo, ser d-disjunta), comegamos por definir uma
experiéncia aleatéria apropriada sobre um conjunto de objetos. De seguida, demonstramos que esta
experiéncia aleatéria devolve um objeto com a propriedade desejada com probabilidade positiva.
Isto garante a existéncia do objeto desejado de forma “nao construtiva”.

Desde a sua introdugao, o método probabilistico tem encontrado inimeras aplicacoes em ma-
tematica discreta e na teoria da computacgao. O livro de Alon e Spencer [AS16] é uma excelente
fonte de tais aplicacOes. A aplicacdo do método probabilistico ao estudo de esquemas de testagem
paralela que discutiremos serve como boa introducao a esta técnica.

O seguinte teorema estabelece, com a ajuda do método probabilistico, a existéncia de um
esquema de testagem paralela para n individuos e até d infetados com aproximadamente 4d?Inn
testes. Ao contrario dos exemplos basicos mais comuns da aplicacdo do método probabilistico,
que impoem distribuicdes uniformes na classe de objetos e cuja respectiva andlise é directamente
substituivel por um simples argumento de contagem, o exemplo que veremos nesta seccao usa
uma distribuicdo nao uniforme sobre o espaco das matrizes bindrias M € {0,1}'*" que depende
do parametro d. E, portanto, mais aparente a grande utilidade do método probabilistico nesta
situacao.

Teorema 3. Eziste uma matriz d-disjunta M € {0,1}**™ com t = [e d(d+1)Inn]. Em particular,
existe um esquema de testagem paralela para n individuos e até d infetados comt = [e d(d+1)Inn]|
testes.

Demonstragdo. Aplicamos o método probabilistico. Construimos uma matriz binaria M € {0, 1}t*"
decidindo que cada entrada é, independentemente das restantes, 1 com probabilidade p € [0,1] (e
0 caso contrario), onde o nimero de testes ¢t e a probabilidade p sdo parametros que escolheremos
mais tarde.

Fixemos quaisquer d 4+ 1 colunas de M. A probabilidade da primeira coluna ser coberta pela
uniao das restantes d colunas é exatamente

(1—p(1—p)H)". (3)



Para nos convencermos disto, comegamos por observar que a primeira entrada da primeira coluna
nao é coberta pela unido das primeiras entradas das restantes d colunas exac=tamente quando a
primeira entrada da primeira coluna é 1 e as restantes primeiras entradas sao todas 0. Isto acontece
com probabilidade p(1 —p)?. Para que a primeira coluna seja coberta pela unido das restantes, este
evento nao pode ocorrer em nenhuma das t coordenadas. Obtemos entdo a Equagao (3) usando a
independéncia entre as varias coordenadas.

A matriz M é d-disjunta se e s6 se o evento acima nao ocorrer para nenhuma escolha de d 4 1
colunas de M e selecao da primeira coluna. Existem n maneiras de escolher a “coluna alvo”, e,
posteriormente, (”;1) maneiras de escolher d colunas de entre as restantes n — 1 colunas de M.
Para cada uma destas escolhas a probabilidade da coluna alvo ser coberta pela uniao das restantes
é dada pela Equacao (3). Usando o facto de que

m
Pr(EyVEy V-V Ep] < Pr(Ej]
i=1
para quaisquer eventos Fi, ..., Fy, (a famosa union bound ou desigualdade de Boole), temos que a
matriz M nao é d-disjunta com probabilidade menor ou igual a

n—1
w (") amp-a
Falta apenas, entao, escolher p e t apropriadamente para que tenhamos
n—1
o (") ampae <, (1
caso em que concluimos que existe uma matriz d-disjunta M € {0,1}'*". Comegamos por notar
que
(1—p(1 —p)?) < e,

consequéncia da desigualdade (1 + at)t < e valida para todo o z > —1 e t > 0. Como

n.<”;1> <n(n—1)%

onde usamos a desigualdade (‘bl) < a® vélida para todos os naturais a > b, para a Equacio (4) se
verificar é entdo suficiente escolhermos p e ¢ tal que

n-(n—1)7%. e~ w-p)? <. (5)

Comegamos por analisar o termo p(1 — p)d a fim de otimizarmos a escolha de p. Com d > 1

fixo, a funcdo f(p) = p(1 — p)? é maximizada em ]0,1[ quando p = Isto acontece pois

1
d+1°

1
d+1°
f'(p) = (1 = p)? —dp(1 — p)?1, e portanto f'(p) > 0 exatamente quando p < com igualdade

d
quando p = ﬁ. Usando p = ﬁ, caso em que f(p) = ﬁ . (%) , a0 aplicarmos logaritmos a

ambos os lados da Equacao (5) concluimos que ¢ satisfaz a Equacao (5) desde que

d
t> (d—gl> (d+1)(dIn(n — 1) +1nn) = (1 + 1/d)*(d + 1)(dIn(n — 1) + Inn).

Como (1+1/d)? < e paratodood > 1edln(n—1)+Inn < (d41)Inn, concluimos que é suficiente
termos
t>ed(d+1)Inn.

Podemos escolher, entao, t = [e d(d + 1) Inn], como desejado. O



102 | 103 10* 10° 106

2 76 113 151 188 226

) 376 | 564 752 939 1127
10 1377 | 2066 | 2754 | 3443 | 4131
20 5278 | 7887 | 10506 | 13145 | 15773

Tabela 1: Numero de testes suficientes pelo Teorema 3 para detetar até d infetados numa populagao
de n individuos, para vérias escolhas de (d,n). Entradas a vermelho representam os casos em que
o numero de testes é maior que n, o majorante trivial.

Comparando o Teorema 3 com o minorante da Equacao (2), vemos que estes diferem apenas
num fator multiplicativo de ordem In d. Concluimos que os minorantes e majorantes aqui discutidos
estao perto do ntimero éptimo de testes, e que, quando d é suficientemente pequeno comparado com
n, o numero de testes necessario é também muito mais pequeno que o majorante trivial, n. Com
vista a uma comparacao mais concreta, a Tabela 1 apresenta o nimero de testes suficientes para
detetar até d infetados numa populacdo de n individuos para vérias escolhas destes parametros.

Finalmente, é interessante também realcar que a demonstracao do Teorema 3 garante nao sé
a existéncia de um esquema de testagem paralela com poucos testes, mas também especifica um
simples e pratico algoritmo probabilistico que recebe como input naturais n e d < n e devolve com
probabilidade pelo menos 0.99 um esquema de testagem paralela para n individuos e até d infetados
com um numero ligeiramente mais elevado de testes ¢t = [20d(d + 1) Inn].

6 Indo mais além

A nossa exploracao de esquemas de testagem paralela foi, necessariamente, superficial. Por exemplo,
apesar do Teorema 3 garantir a existéncia de esquemas de testagem paralela que usam poucos testes,
este nao providencia um algoritmo deterministico e eficiente que, dados o tamanho da populacao
n e o nimero méaximo de infetados como inputs, devolva uma matriz d-disjunta M € {0,1}**". O
desenho e anélise de tais algoritmos foi alvo de grandes esforcos. Um resultado classico de Kautz e
Singleton [KS64] apresenta um algoritmo eficiente que, dados n e d, constréi matrizes d-disjuntas
M € {0,1}**" com t = cd? logﬁn para uma, constante ¢ > 0 independente de n e d. Quando d é
muito mais pequeno que n, este valor de t é assintoticamente maior do que o valor de t obtido no
Teorema 3. Por outro lado, quando, por exemplo, d = n® para alguma constante a > 0, o nimero
de testes do método de Kautz-Singleton é muito mais pequeno assintoticamente do que o nimero
de testes garantido pelo Teorema 3. Esta linha de investigacao culminou também num algoritmo
eficiente de Porat e Rothschild [PRO8] que, dados n e d, constréi matrizes d-disjuntas M € {0, 1}**"
com t = Cd?logy,n para uma constante C' > 0 grande. Este valor de ¢t é da ordem do valor nao
construtivo apresentado no Teorema 3, mas nao é necessariamente pratico devido a constante C
acima.

O estudo moderno de esquemas de testagem paralela também considera outras direcgoes moti-
vadas por aplicagoes praticas. Por exemplo, podemos permitir uma pequena probabilidade de erro
na recuperacao do conjunto de individuos infetados, sendo esta probabilidade tomada sobre uma
escolha uniformemente aleatorio do conjunto de d infetados e, se relevante, sobre a aleatoriedade
usada para construir o esquema de testagem. Neste caso, usando uma estratégia semelhante a da
demonstracao do Teorema 3, é possivel concluir que o nimero de testes suficientes é da ordem de
dlogy(n/d) [AJS19, Secgoes 1.3 e 1.4 e Capitulo 2]. Uma longa sequéncia de trabalhos tem também



vindo a estudar esquemas de testagem resilientes a erros nos resultados dos testes [AJS19, Capitulo
3]. Os esquemas apresentados neste breve artigo nao tém garantias de resiliéncia, e garantem a
reconstrucao correta de qualquer conjunto de até d infetados. Numa direcdo ortogonal, varios
grupos tém estudado esquemas de testagem paralela que permitem a reconstrucdo extremamente
rapida do conjunto de infetados. Como ponto de partida, o algoritmo de reconstrugao associado a
esquemas de testagem paralela baseados em matrizes disjuntas M € {0,1}*" tem complexidade
temporal de ordem n - t. Actualmente, conhecemos construcoes de esquemas de testagem paralela
com um numero quase-optimal de testes e com algoritmos de reconstrucao associados com comple-
xidade temporal quase-6ptima (na ordem de tlog3n) [CN20]. Os esquemas estudados neste artigo
englobam apenas uma fase de testagem que pode ser completamente paralelizada. Outra direcao
de investigacao investiga esquemas que consistem em multiplas fases de testagem sequenciais, o que
leva a uma ainda maior reducao do ntimero de testes a custa de limites adicionais na paralelizacao.
Exemplos particulares sdo o esquema original de Dorfman [Dor43] e esquemas baseados em square
arrays [PS94].
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